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7.1 Laplace Dontisiimuntun Tanim ﬁ
A

Bir f(t) fonksivonunun mtegral doniigimii n A »

]
TI0) = F) = [ ka0 f@)de

bigiminde bir integralle tammlanir. Verilmis k(s,t) fonksivonuna integral do-
niigimiin gekirdegi denir. F(s) fonksivonu verildiginde f{#) ve ters integral
diniigiim denir ve T ~1[F(s)] ile gosterilir. Laplace dénigiimil integral dinii-
simlerin ik drneklerinden birisidir. Cekirdek ve simrlar

E(s.t)=e™, a=0b=x
olarak tammlanir. Diger onemli bir integral domusium de
k(s,t)=e™* a=—o0,b=rc

ile verilir. Bu tur donusime Fourlier donugsumu denir ve diferansivel denk-
lemler kuramimda 6nemli bir yer tutar. Ancak biz burada valmizca Laplace
donugimlerini incelevecegiz.

f, t = 0 zaman degiskeninin tek-degerli bir fonksiyonu ve s bir (reel veva
kompleks olabilir) parametre olsun. f(t) nin Laplace donusimni

(= u

F(s) = £{f(0)} = [ e f(0) (7.1)

i
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mtegrall ile tammmlanir. Buradaki integral Riemann anlaminda oz-olmayan bir
imtegraldir ve
M

lim fe.-” F(t) dt

M—oc

0

limiti anlasilacaktir. Eger integral vakinsak ise vani yukaridaki limit sonla bir
savl 1se Laplace donusumiu tammhdir, eger degilse dontgum tammh olmaz.
F(s) fonksiyonuna bazen gorinti fonksiyon da denir.

Tamm 7.1 BirT =0 win
|f(t)] = Me™ veya |e®'f(t)| =M, t=T

olacak bigimde M = 0 ve o sabitleri varsa f(t) fonksiyonuna o dstel mertebe-
dendir denir ve

f(t) = 0(e™)

yazalr.

Polinomlar, ustel fonksivonlar, sint ve cost trigonometrik fonksivonlar ustel

mertebeden oldugu halde f(t) = ' fonksivonu tistel mertebeden degildir.

Chunkiu, o ne kadar buvuk secilirse secilsin
a

. g
lim " e
t—s

fars

limiti suratle sonsuza gidecelktir.
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Tanun 7.2 Eder bir f(t) fonksiyonunun

lim f(t)= f(tF) wve lim f(t) = f(tg)

t—it t—ty

sajdan ve soldan limitleri varsa fakat

F(td) # flta)

ise f nin tp noktasinda bir sigrama séiveksizligi vardur denir.

Tanum 7.3 Eder li%1+ f(t) limitt varsa ve [ fonksiyonu [0, oc) arahifinda sonlu
t—

sayeda sigrama sureksizlii diginda her sonlu (0, T') araliginda sirekli ise fonksiy-
ona [0,00) aralginda par¢a parca strekli fonksiyondur denir.

Y

\

Sekil 7.1: Sigrama Sureksizligi

Parga parca siirekli bir fonksivonn bir aralik tizerinde integre etmelk icin siirekli
oldugu altaralklarda integre edip toplamak wveterli olacaktir. Parca parca
strekli bir fonksiyvon integre edilebilir. Analizden bilinen bu sonucu kullnarak
asafidaki teoremi ifade edebiliriz.
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Laplace Doniisiimii Igin Varhk Teoremai:

Teorem 7.4 Eger f(t) fonkstyonu [0,0c) aralifinda parca parga sirekli ve o
ustel mertebeden ise, o = s icin Laplace donusume vardir ve mutlak yakinsar.

Kamt: f fonksiyonu parga parca surekli oldugundan [0, M) sonlu aralif: tize-
rinde siirh olur ve

[ u) to o
e~ flt)dt = [ e ft)dt + [ e f(t)dt
[raonn o]

vazarak Laplace donugumunun vakmsakhgim vukaridalki ikinel integralin vakin-
saklifma indirgemis oluruz. Varsayundan f ustel merdebeden oldugundan

|fe."”f(f] dt| < fe"g* |F(t)]dt < Mfe‘ﬂs‘&“ dt
to to to
= lim — gmle—alt ’
T—00 8 — £g
vazilabilir ve integral anacak s > o igin vakinsak olur. |

Varlik teoremi bir veter kosuldur. Yani teoremin varsaynmlar gerceklen-
digimde teorem Laplace dontigiiminiin varhfim garantiler. Ancak tersi dogrn

degildir. Yani gerek kosul degildir. Varsayimlarm gerceklenmemesi durumunda
Laplace domuisumu var olabilir veva olmavabilir.
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Ornek 7.1 ¢ > 0 ve negatif olmayan tamsay: n igin £{t"} dindgiminin var
oldugunu gosterin?

Herhangibir o« = 0 1gin

o LT T
ot at t
g o= 2 —
=il
egitsizlig
" < plet

olarak yvamlabildiginden ¢ tistel mertebeden bir fonksivondur, o halde Laplace
doniigiimu vardir.

Ornek 7.2 £{t" cosat} ve £{t" cosat} doniigiimlerinin var oldufunu gésterin?

|sinat| < 1 ve |cosat| < 1 oldugundan verilen fonksivoular ustel mertebeden
olur. Varhk teoreminden domusiumlerin tanimh oldugu cikar.
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7.2 Laplace Donusumunun Ozelikleri
1.) Lineerlik Ozeligi

Eger L{f(1)} = F(s) ve L{g(t)} = G(s) ise

LLF(E) +a(®)} = L{F@)} + £{a)} = F(s) + G(s) (7.2)

bagintis1 gegerlidir. Yani, Laplace donugumu lineer bir operatordur. Bu sonug
Laplace domusumu tammindan hemen gikar.
2.) Birinci Oteleme Ozeligi

C{f(t)} =Fis)ise L{e® f(t)} = F(s + a) dir.

Gergekten, tammdan

C{e®f(t)) = fe—s* et f(t) dt = fe—'iﬂ—ﬂ-i* f(t)dt = F(s —a). (7.3)
0 0

Bu kurala goruntu fonksivonun otelenmesi kurali demir.
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3.) Ikinci Oteleme {.jzeligi

t = a noktasinda sigrama stureksizhigl olan birim basamak fonksivonu

1. t = a
u[f—a]:{{}' t =< a

ile tanmmlamir. £ f(#)} = Fs) e L{f(t —aju(i —a)} = **F(s)., «a =0 dir.

Yine tamimdan
CLf(t —a)u(t —a)l = [ e flt —a)ult —a)dt = mE‘”f[ﬂ‘—a] dt
] /

vazilir ve son integralde 7 = ¢ — a donusumu vapilirsa

e —aput—a)} = [T fr)dr = L)} (7.4)
gikar. Ne vamk ki f{# +alu(i4+a), @ = 0igin benzer simetrik bir bagimt: yoltur.
4.) Olcek Degisim Ozeligi (Benzerlik Teoremi)

CLF@)} = F(s) ise o
L{f(at)} =~ F(2) (7.5)

vazillabilir.
Tamimdan

£ifan) = [ et fan)

vazip lntegralde ™ = af donusumu vaparsak olgek ozeligini hemen elde ederiz.
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5. Gorunti Fonksiyonun Tiretilmesi

Eger £{f(t)} = F(s) ise

L)} = —F/(5)
dir.

Bu kurali gormek i¢in F(s) fonksiyonunu s e gore turetmek ve Laplace
donugumunin tanimim goz onune almak yeterhdir:

d‘;g” - f S (E) df = Lt (1))

Turetme 1gleminl n kez vineleverek goruntu fonksivonun r. turevi ile 1zaret
farkiyla t" f(t) fonksiyonunun Laplace donugimu arasmdaki su ilgkiyi elde e-
deriz:

T - corepes) 76y




mleri) - Ders sorumlusu: Dog¢.Dr.Hilmi Kusgu

6.) (Goriuntilt Fonksivonun iutegre Edilmesi

LLfit)} = F(s) ise bu kez F (s) fonksiyvonunun integrali igin ilging bir kural
cikaracagiz. Bu kural sovle ifade edilir:

E{@ =fm F(u) du. (7.7)

Bumu gérmek i¢in F(u) integrand: verine tanmm yazilir:

/;I.F(u]du - f:n (fﬂm ot _f(t]df) du.

Bu bagmtinin sagimdaki integrasvonun siras1 degistirilirse

fﬂ F(u) du f f(t) (fx e~ du) dt
= ]Ee-” (_%[e-ﬂ*]is) dt = ]Ee-” @zﬂ

] i

elde ederiz.
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7.) Laplace doniusiimiiniin limit bicimi

Eger F(s) bir f(t) fonksiyonunun Laplace dénusimu ise

lim F(s)=10

8 — 0

dir. Gergekten, f(t) tistel mertebeden ise

M

5 —ir

8 0

F(s)| < f o=t | ()] dt < M f (=00t g =
D
i

vazilabilir. O halde

lim [F(s)]=0 = lm F(s)=0

S— 0 8 — 0

dir.

10
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7.3 Baz1 Elemanter Fonksiyonlarin
Laplace Donitigumleri

Ornek 7.3 f(t) = €' olsun. £{e'} yi hesaplayalim.

= el
ﬁ{ez}zfe_“ e’ dt=f e~ (57t gy
0
0

vazilirsa sagdald integralin degeri s > 1 i¢in yakinsar ve limit iglemi ile

~1 1
. —(s=1)0M _
M G o’ ==

bulunur. © halde

1

. 1
p— 5 =

L{e'} =

dir.
('f)lt;ek kuralimi kullanarak

ﬁ{EaE}:l 1 = ! . & =0
as—1ls—s/a s—a

formuliont bulurnz.

_-I

11
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Ornek 7.4 L{t*} Laplace doniigimini hesaplayin,

Genel olarak reel bir o 1¢in

e 0]
L{t7} = fe—“ t*dt =D + 1)
o

integralinde st = 7 donisgimi vapilirsa integral I fonksivonu ile ifade edilebilir:

L{t*y = = e

[

|
f—'f cagr— et o e
0

Ozel olarak o = n € Z2°% ise I'(a) = T'(n) = (n — 1)! dir ve

1!
ﬂ--l—l !

C{" = 550

12
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vazabiliriz. Ornegin,

clly=<. Lity=. LR} =

Oteleme teoreminden

E—ﬂ.S

L{u(t —a)} = "L{1} =

s

dir. a = —1/2 i¢in [{a+ 1) =T'(3) = /7 degeri kullamhrsa

c{t=4?) =

w | A

cikar. f(t) = t—1/2 fonksivonu icin 7.4 teoreminin kosullar saglanmadig halde,
Laplace dontistiimunin var olduguna dikkat ediniz.
Genel olarak n=1,2.... igin

['(n+3)

vian—3q
L{t 2}_ 3(”‘"’%}'

sTTE 50 (7.9)

dontistimi gecerlidir.

13
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Ornek 7.5 L{sinhat} Laplace doniigimiini hesaplayn.

Linerlik dzeligi ve (7.8) formiilii ile

1 1, 1 1 1
L{sinhat} = (£} - £{e™}) = 5 (——+ SM) -5 s>l

cikar. Benzer olarak

L=

L{coshat} = s > |al

2 — g2

dir.
simdi trigonometrik fonksivonlann Laplace donusiumlerini hesaplayalim.

Ornek 7.6
Li{cosat} =7 wve L{sinat} ="

F(s) = L{cost} ve G(s) = L{sint} = olsun. Tanumdan kismi integrasyon ile

(= 4] L)
F(s) = fe_“ costdt = [e7% sin t]gﬂ + Sf e sint dt = sG(s)
0 0

14
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Ve

>0 >0

=fE_SE sint dt = [—e™* cnst]gﬂ— sfe_” costdt =1 — sF(s)

0 0
bulumr. Bu iki esitlik F(s) ve G(s) icin ¢oziiliirse hemen

s 1

Licost} = a1 Lisint} = T

bulunur, Son olarak olcek karah ile

8 L

Licosat} = el Lisinat} =

cikar. Avrica, birinci oteleme kural ile

L{e® cosbt}) = i

L{e"sinbt} =

s? + a?

(s —a)24+ b’

dontistim formullerini bulurnuz.

(s —

a)? + b2

15
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Ornek 7.7 Litsinat} =7

el . d . d a 2a.8
Li{tsinat} = _EL{SIH at} = FRp =2 pr

Genel olarak,
L{t" sinat}, L{t" cosat}

donustmlerini hesaplamalk icin

h(t) = tnetat (7.10)

fonksivonunn distnelim.

H(s)= LI} = (=1)' et = —

ds® s —ia (s —ia)*t]

= nl(s?+a?)7 " (5 4 jq)n

donustumiinde

s+ ia = Re', =/ 8 + a?, tan-:z:—

16
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kutupsal gosterimini kullamr ve H{s) nin reel ve sanal parcalarim ayirirsak (-

L cos(n+ 1)@
(82 + q2)nt1’

ram o 1 Eiﬂ['ﬂ+1]qf?
L{t"sinat} = n!R 1 a2

L{t"cosat} = n!R"T

doniisiim formillerini cikarmms olurnz. {.f}rneﬁjn =1 icin

cos26 = S gingg = 228
S 524 a2’ S 524 a?
bagimmtilarn vardimvla
2 _ 2
L{tcosat} = ; n 22, L{tsinat} = Sfisa.ﬂ
bulurmz. 7 = 2 i¢in
2s(s? — 3a?) 2a(3s? — a?)

L:{tEC{}EH-t} = ﬁ{tﬂ sinat} =

(82 4 a2)® ’ (82 +a?)3

17
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} =7

sinaf

Ornek 7.8 L4

oo ™ 5 1
= — — arctan — = arctan —.
= i =

sin at > adu U
L } = ——— = arctan —
s uc+a i

Bu doniigiimde s — 0% limitine gecerek van iiriin olarak

sin at * sinat a T
lim £ }= df = lim arctan — = —
t 2

2—0 s—0 5

integralinin degerini bulmus olurnz.,

Ornek 7.9

. 2
E{sm t} _
t
(7.7) formiiliinden
. 2 [l
sin” t 1 —ecos 2t 1 1 U
{ t ; { 2t ; EL u uz+a)
u 1 4

dontigiimii ¢ilkar.
Ornek 7.10 £{sinh(2y7)} =7

Fonksivonun seri acihminin terim terim Laplace déniigiimii alimr ve (7.9) kul-
lamihirsa

22n+1tn+ 3 oo 92n+1

C{(sinh(2V?)} = ;:{Z T Z T T C{tts)

3 e 1
= +/msTZ —
S

%Elr"ls_ 18
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7.3.5 Baslangic ve Son-Deger Teoremleri

Teorem 7.5 (Baglangig-Deger Teoremt) f(t) t = 0 igin sireklt ve iistel mer-
tebden, f'(t) t = 0 igin parca parca sivekls olsun. O zaman
T _ 1 :
£(0%) = lim, f(t) = lim sF(s)

Kanit: Laplace diniisiimlerinin genel dzeliginden s — ccicin G(s) = L{f'(#)} =
sF'(s) — f(07F) fonksivonu sifira gider. O halde

lim G(s) = lim (sF(s)— f(0T)) =0

S—r 0 S—r D

limitine gecilirse teorem kamtlanmis olur. |

Teorem 7.6 (Son-Deger Teoremi) f baslangic-deger teoreminen kosullarin saglwyorsa
ve limy—oo f(t) varsa

lim f(t) = lim sF'(s)

t— o0 s—1

dir.

19
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Kanit: f fonksivonu simirh oldugundan o = 0 mertebeden bir fonksivondur.
Thirev doniistim formilimden

G(s) = L{f'(1)} = sF(s) — F(0%), s> 0
dir. Limite gecerek

lim G(s) = lim(sF(s) — f(07)) (7.24)

a—0

vazabiliriz. Ayrica,

Yukarida limitin integral icine gecebildigine dikkat edin (7).

T30 T30

o
f f{t)dt = lim ff"lft] dt = lim [f(7)— f(07)] (7.25)
i 0
vazilabilir. Somug olarak, (7.24) ve (7.25) sonuclar karsilastirilirsa
Elim flt)y= HHE sF(s)

elde ederiz. [ |
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7.3.6  Ters Laplace Donusumii

Eger F'(s) = L{f(t)} ise f(t) fonksiyonuna F(s) gorintii fonksivomm ters
Laplace dontsumi adi verilir ve

flt)y=L7HF(s)}

vazihr. Ters Laplace doniigiimii de lineer bir iglemdir, yani f(t) = L7 {F(s)}
ve g(t) = L7HG(s)} ise

LTHF(8) 4+ G(s)y = LTYHF(s)} + £7HG(s)} = f(t) + g(t)

dir. Bicimsel olarak
cerl=rtr=1

vazilabilir. Burada 1 birim operatori gostermektedir.
Ters Doniisiimiin Tekligi: Asagidaki teorem bir F(s) fonksivonunun ters
donusumunn garanti eder. Teoremin kamti daha ilerl kitaplarda bulunabilir,

Teorem 7.7 Lerch Teoremi:
Bir F(s) fonksiyonu verddiginde, Laplace daniigiimii F'(s) olan t = 0 igin
tanemle en ok bir sirekli f(t) fonksiyonu varder,

Laplace donnisimi icin verilen ozeliklere ters dontsiim operatori uyeunla-
varak asamdaki kurallarn hemen yvazabiliriz:

21
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Olcek Degisim Ozeligi:

L{F(s)} = 1) ise
£ F(as)} = ~f(2).

Birinci Oteleme Ozeligi:

LTHE(s—a)} =e"L7HF(s)} = e™ f(t).
Ikinci Oteleme ﬁzeliii:

—1f —asp flt—a), t=a
L7He™ ™ F(s)} = f(t —a)u(t —a) = { 0. < g
THirevlerin Ters Doniisiimleri:
LCTHF™ () = (=1 L7 F(s)} = (1) f(1).

Bir fonksiyonun ters Laplace donustimint bulmak icin cegitll yontemler
uveulanabilir, Orneklerle bu vontemleri gozden gecirelim.

22
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Ornek 7.14

1{ Gan } n>1.

tﬂ_l

—1 1 _Em: —1 .
£ {{S—a]”} £ { wh = 1—1]!'

Kesirli ustler icin faktorivel verine Gamma. fonksivonu kullamlmalidar. fjrneﬁim

-yt

— LE_%I:_]'{S_]'EFE} =E_% i

el A o

Oteleme formiilii ile

bulunur.

23
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Ornek 7.15 {
M i1+ )} =

F(s) = 111(1 + S%) fonksivonunun tirevinin ters doniisiimii

25 2
a1 s o Aeest= )

LM ()} = £7

ile LY F'(s)} = —tf(t) bagintisi

2(1 — cost)
t

fit) = £7{F(s)} =
SONUCIINL Verir.

Ornek 7.16
s+ 1

—7
—2a3+a.9+b9}_'

,f.':—l{ElE

s+1 (s—a)+a+1
s2—2as +a? +b2  (s—a)?+0?
vazar ve ters dontisimin lineerligi kullambhirsa

s4+1

— il

a+ 1

—-1 -1 s—a —1
£ {SE—EQS—I-H-E—FE]E} = £ {{S—tt-}2+b2}+L {{3

a+ 1

= e"[cosht + sin bt]

bulunur.

—a]z—i—bz}

24
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Fonksiyonun tanim f(t) I fio)

* f(t)=0 , t<0
 t>=0 1¢In taniml

e stireksi1zlik olabilir

» [f(t)|<Mexp(yt)[exponansiyel]
» s: reel veya kompleks

F(s) in Laplace transformu

L/ (O]=F(s) = [ f(0)e™d




I I ri) - Ders sorumlusu: Dog.Dr.Hilmi Kusgu

birim impuls

L[f(t)]=F(s) = Tf(t)e"“dt

f{t)

&

o(t) t L[o(t)]= TS(t)e's‘dt =1

>

f(t)

[+ o)
d(t—t,) t L{f(t)] = I S(t—tgle Sldt =¢ ™0
0

26
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f(t) ¢t

Basamak sinyali

u(t)]

L[u(t)]=fu(t)e"s'dt=Ie“‘“dt= i ] -
0 0 _‘-S 0 S
f(t) ¢ .
u(t—tp) ¢ L[U(t—to)]=[e ] e~
> - S ty S
)

27
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Rampa
f(t) 1
r(t)=at,t>0
t
* S
Lr(t)]= I ate™dt = ax - J' ~ 2 edt = -%—
0 A e S

28
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e |. Derece tiirev

LI£'(t)] = L[f'(-lf] — L[f(t)] = s.F(s) £ (0")

o0

Q0
L[f'(t)]= I e~S f(t)dt = [e‘S‘f(t)F - I —se S (t)dt =sF(s)—f(0)
0

Y v f(t)

f(0+ | /\

|L[f'(t)]=s.F(s)—f(0+)\ t ’

29
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e Tiirev O6rnekler

L[Sin(et)] = i”mz TesolIS jmz
d[six;(to)t)] = ®Cos(mt) Cos(mot) = ; d[SiI;:mt)]
L[Cos(wt)] = %L[Sin((ot)] - Si“(im) = :) = :’wz) = jmz
d[Cos(@t)] _ _ o (@) Sin(ot)= —1 d[Cos(ot)]
dt o dt

L[Sin(wt)]= —ES L[Cos(mt)]+ Cosa()O*) = = fmz)

30
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i_lr'l::lf

- e

y" =i

s“Y (=) — =yiD) — 4(0)

Functions of time, fi7} Laplace Transforms of 7it), L{fTi}}
1, £ F(s)
2. x(t)+y(f) X{s)+¥(s)
3. k.fi(0) k.Fis)
4. dr )/ d sF(s)— fi0)
d"fiyide” $"F(8)=s" F(0) =" £ (0)—..— £ (0) .
> [rean F(s)/s
o
7. 1 1/5
g, ; 1/ s
0. o . i .
|

v e (s+a)’
11. - _a

sls+a)
12. fit—a), t=a ¢ F(s)
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f(t) F(s)=LIf(t)]
o(t) 1
u(t) 1/s
L 1/s?
t" n!/s'"*!
e 1/(s—a)
sin( at ) al(s®+a’)
cos( at) sf{s‘i+ai}
sh (at) af’(s!—aﬂ}
ch (at) s/(s*—a’)
e sin(_at ) all(s—b)? +a’]
e™ cos( at) (s=b)A(s=b)" +a’]
(e™ —e™)Ab-a)|1/s=-—a)s—-b)
be ™ —ae *)Ab-a)sfis—als—-Db)

a#b
a = b
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